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9 sistemul (a,,.a,, ...

e  Se numeste matrice de tipul (m,n) sau matrice cu m linii §i # coloane cu elemente
din multimea C, o functie 4:{L2,...m}x{1,2,..,n} > C, datd de relatia A(i, j)=a,.
e Numerele a, € C se numesc elementele matricei.

o  Matricea de tipul (m, n) se reprezintd sub forma unui tabel dreptunghiular cu m linii §i

n coloane.

a'l 1 al? al.’!

asy ad., e My,
d=[" T8 :

\ I"r‘lml am.‘ v B

e  Matricea de tipul (m, ]) se numeste matrice linie, iar matricea de tipul (1, n) se numeste
matrice coloand.
e Dacd m=n matricea 4 este matrice patraticd de ordinul » .
e Matricele 4, BeM, , (C) sunt egale daca a, = bU_._ Vie {1, 2 m}, je {l, 2,0 n} .
e  Egalitatea matricelor are proprietatile:
o A=4,v4eM, (C) -reflexivitatea
o A=B=B=4, V4,BeM,  (C) - simetria
o A=BB=C=A=C. V4,B,CeM,, (C) — tranzitivitatea
o Dacd AdeM (C) se noteazd cu Tr(A) =a, +a, +..+a, urmamatricei A.

Sistemul ordonat de numere (a,,, a,,.....a,,) formeaza diagonala principald, iar

,a,,) formeaza diagonala secundard a matricei 4.

a)
b)
c)
d)

St b

Se dau matricele:

4 3
A= ,
-1 5
Sa se precizeze tipul fiecarei matrice.
Sa se scrie efementele de pe linia a doua a matricelor 4, B si C.

Sd se calculeze suma elementelor primei coloane in fiecare matrice.
5 co 2 2 2

Calculafi: x=a,,” +b,," +¢,," +d, +d,,.

Solutie

Matrice




a) Avemca 4eMy,(R), Be M, (R),CeM,, (R), DeM, (R).
b) . Se'obfin elementele: —1, | 5, pentru matricea 4 ; 3, 0, —1, pentru matricea B ; 1, pentru

matricea C. ¢) Se obtin sumele a, +a, =4+(-1)=3, b, +b, =1+3=4,

¢+ ey tey =5+140=6 sid, =-1. d) x=5+(-1)+0>+3+2=3L

3 -1 1 1 21
2. Se considera matricele: 4=|4 3 0y, B=|3 3 0.
0 0 1 01 3

a) Sa se scrie elementele de pe diagonala principald a matricei 4 §i de pe diagonala secundara a

matriceil B.
2

b) Sa se determine valoarea lui x € R, stiind ca (a,, +b,,)x+a,’ +by,’ =| Tr(4)-Tr(B)]

Solutie a) Elementele diagonalei principale si ale diagonalei secundare sunt
a, =3, a,, =3, a;; =1, respectiv b, =1, b, =3, b, =0.

b) Urmele matricelor sunt: Tr(A4)=a,, +a,, +a,, =3+3+1=7, Tr(B)=b, +b, +b, =

=1+3+3=7. Se obtine ecuatia 4x+1=0, cu solutia reala xz—%.
(4-x 3+a

3. Fie matricea 4 = eM,,(R).
L 2b —5—c) :2(R)

a) Sa se determine valorile parametrilor a, b, ¢, x pentru care A este matrice nula.
b) Existd valori a, b, ¢, x pentrucare 4=1,7
Solutie a) Marricea 4 este matrice nuld dacd 4—x=0, 3+a=0, 26=0 i -5-¢=0.

1 0
Rezultdcd x=4, a=-3, b=0 sl ¢=-5 b) Matricea /, = (0 J. Se obtin ecuatiile
4-x=1, 3+a=0, 2b=0s1 -5—-c=1,cusolutiille x=3, a=-3, b=0 51 c=-6.

2+ 3
4.  Sa se determine valorile parametrilor x, y € R pentru care matricele 4 = (5 * 4 J,
-X +y
Sx+6 2y-3
B= ;
2y 10—y

Solutie Din egalitatea a,, = b,, rezultd ecuatia 2+ x =5x+6, cu soluia x=~1, Din

] sunt egale.

13
egalitatea a,, =b,, se obtine ecuatia 4+ y =10—y cusolutia y =3. Se obtinecd 4= (6 7j ,

1 3 ,
B= ,deci A=5.
6 7
5. Sa se determine numerele reale pentru care are loc egalitatea de matrice:
X 4x ") (2 2
c: logz(y+1)/J_ 3 3 )
Solutie
Se obtin egalitatile: x* +x=2; 2" =2"""; C. =3 si log,(y+1)=3. Ecuafia x* +x=2 se

scrie sub forma x’ +x—2=0 si are solutiile x, =1 §i x, =-2.
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Din egalitatea 2” =2°™"' se obfinécad‘m=2m—1 sau m=1.

! 3
Folosind formulele combindrilor C; = ( n)'_' se obtine succesiv: C, =3 sau
n—p)tp!

n! (n—2)!(n—l)n

3 n n-l)
——— =35 Sau
(n-2)r2! (n—-2)r1-2

=3 . Dupa simplificari rezultd ecuatia =3, sau

n? —n—6=0 cusolutiille n=3 si n=-2. Deoarece n € N, solutia cautatd este # = 3.

Ecuatia log, (y+1)=3 se scrie sub forma y+1=2" si are solutia y =8-1=7.

in concluzic obtinemcd x=1, m=1, n=3, y=7 sau x=-2, m=1, n=3, y=7.

propuse

Sa se scrie: .
a) matricele 4e M, (Z), BeM,,(Q), CeM, (C)

b) o matrice linie cu trei coloane;
¢) o matrice coloand cu doua linii;
d) matricea unitate de ordinul 4;
e) matricea nula de tipul (2,3).

-1 2 =3 0
. . 4 -5 1 8
2. Fie matricea: A= . 54 se calculeze:
7 2 0 -4
-2 1 3 5
a) Tr(4); b) a,-a,+2a,; ¢ a; +ay, —a; .
—1
(s 1 (
. . -2 1 2 ( . 3
3. Fie matricele: A= ,B=13 0|, C= , D=|-7 \/5_ - 2 =
03 , i 1 5

a)  Sa se precizeze tipul matricelor;
b) Sdsecompleteze: a,, =..., by=.., ¢ =, dy =0, dig=.0,
B=.,i=.., -i=.. 5=,
¢)  Sase calculeze:
o Tr(d)-a) +a,;
2 2,
* azx—b31+c41_dxzv

3
b b2l — G _dw .

< . . e a+3 3 -2 3
4.  Sase determine parametrii a,b € X stiind ca = i

a’*—-42 b*-3 7 0
x+2 0 ¥
5.  Sa se determine necunoscutele x, y,z,f,u,v e C stilnd cd matricea A4 = Z2+1 2u Sy
0 57 7

este matricea unitate de ordinul 3.

Matrice ........................ - = j



6. | Stiind ¢a matricea. 4 = (x2 -3 2yL60%7 —9) este matricea nuld de tipul (1,3}, sd se
determine x,y eR.

7. Sa se scrie toate matricele de tipul (3,1) care au elementele a sau b.

8. Determinati numdarul matricelor de tipul ( 2,2) care au elementele egale cu —1,0 sau 1.

9. Determinati numirul matricelor de tipul (3 4) care au ¢lementele egale cu 4 sau —4.

LG )
J [i;‘ J)

10. 53 se determine x,y e N din egalitatea

11. Sase determine x, y € Z din egalitatea

[ y
=
12. Sa se determine x, y € Q@ din egalitatea 2
13. S& se determine x,y € N din egalitatea L

. . . a+l b-2 (2a -1 ¢
14. Sa se determine a,b,c € R din egalitatea .

-1 0 )% a-2
3a+2 4 ) [2V3 4

15. Sa se determine a,b,c € R din egalitatea 8 b-1|=| 8 3|
0 2 0 3¢

v

. [ . U 3+i 1+1 3+i
16. Si se determine u,v € C din egalitatea 3-i 1 = i |
—1i

2x-1 6
17. Saseafle x,y € R dacd matricele 4 §i B suntegale, unde 4= ( J si

3 3y+2
4+y
[ r+2
3 -1 logi(y-1)
18. Fie matricea 4 € M, (R), 4= 2 -3 9%
log,(y=1) +z+l 0

a) Determinati valorile lui x pentru care Tr(4)=6 ;
b)  Pentru ce valori ale lui xavem a, +a,, <a,, ?

c) Pentru ce valori ale lui y avem a; —a,, —a,, =0 ?
d) Dterminati valorile lui z astfel incat a,, = a,, .

a 0
] ] ) in 30

19. Determinati &, f, 7 € R din egalitatea matricelor =B A = 3 |

¥ cos30 tg30 /=

20. Determinati numerele reale x,y,z si f daca:
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+1 0 z+1/

2 2
X —x-2 +x-1
J/zx j:O:;
zZT -y +x " +x

€517 2 ssme2 | 3 b (

log,z+2 1 J7{1 l1+1) L
7 2 2\ (1 4 4

0 x y 1+¢ N : d) (

y+2 z-1 x+6 4 25 L

3x+2 2 _
o) € -z _ L.
lg(2y+1) 1

21. Se di matricea M = [2

0
j. Aflati x,y e R astfel incit M =1,.
X

g
log, (x+ 1) log, (y . l)w

, sa se determine numerele reale x st y.
0 log,1 )

22. Dacd N =0,, unde N :[

23. Determinati numirul real x astfel incat urmatoarele matrice sa fie antisimetrice: {marticea
patraticd 4 este antisimetricd dacd 4 =-"4)
(sinx -1 2

a) A:(ln(l”;x) ;}; WB=| 1 —sinx 3|
N 2 3 0,

vow
24. Si se determine matricele X =( J e M,(C) stiind cd are loc egalitatea
WV

v —w? +13 2vw 3 dv 4w
—2wv 13— w? +1? —4w 4y )
= =2 2 2

25. Se dau matricele 4=| 3 \/; si B= |—3| % .Stiind ¢4 4 = B determinati

z 2
I8 log,9

X

x,y,zeR.
26. Determinati elementele necunoscute din egalitatea matricelor

[(x-;l)! (y:)J :(2)(;:11)' ﬂ

27. Si se determine elementele necunoscute din egalitatea de matrice

3*.27 C,+Al) (108 4
31 cos60 ) (y+Ch 2z)

8 a+b #-6-2° 3
28. Se dau matricele A=| a—b l+y | si B= 1 1=y | Stindca 4=B
10%7 -3343  x ) ¢ 2—x

determinati x, y,a,b,c € R.

Vs .



&) oPERATH cUMATRICE
(e Bt teoreie
o Daci 4,BeM, (C), 4=(a,), B=(b,), matricea Ce M, , (C), C= (ag +b,) se

numeste suma matricelor 4 si B. Suma matricelor 4 si B se noteazi A+ B.
Proprietatile adunarii:
Adunarea matricelor este asociativa: (4+B8)+C=A+(B+C), V4,B,CeM,  (C).

Matricea nuld O, , este element neutru pentru adunare: 4+0, , =0, +4, VAeM, (C).

Matricea —4 = (-qa,J ) se numegte opusa matricei 4 §i are proprietatea:
A+(-A)=(-A)+4=0,,.

fnmulﬁrea unel matrice cu un numar
FieaeC, 4eM, (C) - Matricea a4 = (a a,.j) se numeste produsul matricei A cu numarul « .
Inmulfirea matricelor
o Fie deM, (C), BeM, (C), 4=(a,), B=(b,). Matricea C =(c,),CeM, (T),
cuc, =a,b,+a, b, +.+a, b, ic{l,2,. . m} ke {1,2,.., p}.
Proprietatile inmultirii:
e Inmuliirea este asociativi:
4-(B-C)=(4-B)-C,v4eM, (C),BeM, (C),CeM, (C).

1 0 0
. . L 01 ... 0
Matricea unitate (identitate) /, = , este element neutru:

Lo 0w 7

Al =1 -4=4,¥ AdeM,(C).
Dacdi deM,  (C), 4= ( a,j), matricea ‘4, obtinutd din matricea 4 prin schimbarea liniilor
in coloane si a coloanelor in linii se numeste transpusa matricei A .

Au loc relatiile:

- (4+B)="4+'B « '(4-B)='4-'B
. '(A-B):‘B-‘A . ’(’A)=A
Fie Ae M, (C).
o Scdefineste 4°=1,4' =4, 47=4-A
Pentru n e N se defineste matricea A" = 4" - 4, numiti puterea n a matricei A.

e Aulocrelatiile, Vm,n, peN:

oA, () A=)

7 L .
Dacd 4eM,(C), A= . 1\', are loc relatia: A* ~(a+d)A+(ad -bc)l, =0,;
LC d! & 2

N /

relatia Hamilton-Cayley).
\( ¢ yley) p

MATEMATICA filiera tehnologici — CLASA a XI-a




Sa‘secalculeze” 4+ B s-i A

2 -1 0 2
32 -1 1 -1 2

a) A= , B= . b)) 4=[3 o0l B=|0 1
43 0 og =2 =i -

Solutie

¢, C» Cp
a) Fie 4+B=C. Matricea C este de tipul (2,3). Rezulta ca C:[ . & ]’j,unde

C2! CZZ CZ3
e =a,+b, =3+1=4; ¢, =a,+b, =2+(-1)=1 ¢ =a,+b; =~1+2=
Cp =0y by, =4+0=4; ¢, =a, +b, =3+(-2)=1 ¢y, =a, +by =0+(-1)=-1.
41 1) d, d,
Asadar C=(4 n 1J.b) Dacd A-B=D=|d, d,, | seobtine ca:
d, d
d, =a, b, =2-0=2, d,=a,—b,=-1+2=1, dy =a, —by, =3-0=3,
dy =ay—by, =0-1=-1,

(2 lw
d,, =ay, —b, =0-(-1)=1, d;, =a, ~b, =1-(-2) =3. Se obiine D:‘ 3 -1 4
o3y
, (3 1) (1 2)
2. Sisecalculeze (4+B)+C si A+(B+C) pentru 4= B B =] R
2 0 4 3)
-1 29
C= E
Iy

] 1 231 (-1 22 (3+1 1+2)
+ |+ ‘z +
) L4 3J L3 2] \2+4 o+3J

Analog: A+(B+C) =(

Lo U6

_ , 2 -1 1) . (
3. Se considerd matricele A= 3 0 { §i B=

N W

<

S
+

3G D0
[
L

3

6+3 3 )

(1 2) (-1 2 [’3 1) (1-1 2+2]
4 3) (3 =2 2 0} (443 3-2

a) Sase calculeze 24, —4B si 3(A4+2B).

b) Sa se determine matricea X € M,,(R), dacid 2X +34=4B.
Solutie

2 -1 1 4 -2 2 2 3 0 -8 —-12 0} |
30 -1) 6 0 -2 1 -1 1) {4 4 -4

/N




2 -Welkndéw 3 0) (6 -3 3 12 18 0
3.(4+2B)=34+68=3; ]+(-‘f =[ + =
3| obetlks (1t -1 1) 19 0 -3) (6 -6 6
15 3\ 12
-6 3

2) (8 12 0) 8 12 0) (6 -3 2) (2 15 -2
X+ sau 2.X = = = .
9 0 -3)7 14 4 4 4 -4 4) (9 0 -3/ |5 4 7

1{2 15 =2
Asadar X =—- .
2\-=5 -4 7

4. Sase determine numerele x, y € R din egalitatea matriceala:

5 2x—y 2)+3 x 2+ (5 H\!
x+y 3, 2 3

\]O 15)
(4x-2y 4 3x 6+3x\ 5 13\\
Solutie Se obtine succesiv: | + =
\7 x+2y 6

L6 9 JTlo 1s)

Tx =2y 10+31\ (5 13W o
. Se obtine ca

2x+2y+6 15 ) (10 15/

10+3x =13, 7x-2y =5 cusolutiile x=1,y=1.

6 -3 3 2 8 0 .
Deoarece 34 = si 4B = [ rezultd ca
9 0 -3 4 4

. Dupi efectuarea

adunarii de matrice, rezultd egalitatea L

(3 2
A+2B= .
g . , . \2 3)
5. Si se determine matricele 4, Be M, (R ) daca 1 B A
2aen=]> T
| Ul 3/J
Solutie
fnmultim a doua inegalitate cu —2 si apoi aduniam egalitatile obtinute. Rezulta ca
;"A 5 (3 2)
-+ — F ~
2 3 (3 2) (-6 -8 (-3 -6) (12
- ’ = -34 =] \+, = —34 = 1, deci 4= |
| -6 -8) 0 3/ -2 -6 2 -3) o 1
|—44-2B= | ‘ '
l \-2 -6)
. : N g . - (1 2 3 4
Inlocuind A4 in a doua ecuatie a sistemului obtinem: 2-{0 +B= | Astfel
(3 4 7 43 ’1 00
B= L.
G SHe -6 Y
6. Sasecalculeze 4-B si B A, 1n cazurile:
‘ 11 -1
2 1 BENY (3 1 1 W .
a) A:“ J,B:L by A=| , B=|-1 1;c) 4=(2 1 1), B=| 1|
0 1 21 W21y
: ; \ . 1) Lo
Solutie
[/2 D11 (21412 2-1+1-1) (4 3)
2) AB= : =] =
\0 1ji2 1) \0-1+1-2 0-1+1:1) (2 1)
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N

12+1,0- 11+ 441 2 2
(2-2+1-0 2-1+1-1J:[4 3]'
1
1
1

311 ( 3-1+1-(—1)+1-0 3 0+11+1-1 205 -
b) A-B= -1 = = e M, (R).
12 1) o 1142-(-1)+1.0 11+2:1+1:1) (=1 4)
1 1 311 1-:3+41-1  1-1+1-2 l-1+l-1\
B-4=]-11 -(1 ) 1 =/ -1.3+1-1 -1'1+1-2 -l-1+1-1}=
0 1 0-3+1:1 0-141:2  0-1+1]
4 3 2
= -2 1 0|eM,(R)
1 21
1 2+ 2 3 56
7. Sise determine x € R stiind cd 4 = .
x 2 11 4 5
Solugie

1-2+1-(x+2) 3+1-(2+x))_ 5 6)
3 o s

Dupi efectuarea Inmultirii obtinem:
x:2+2-1 x-3+21 ) \4

x+4 x+5 5 6 . )
= . Din ecuatia x+4 =35 rezultd cd x=1.

2x+2 3x+2 4 5
. 35 2 0 -1 2 )
8. Se dau matricele: 4= , B= , C= . Calculati:
4 4 (1 3 ¢ -1
a) ‘A+ B b) ‘4-B+4'B; ¢ A-(B+C): d) A* 3B,
Solutie

ol o e )
A P R (R
(i S0 62 )

b) 'A-B+A-’B=[

0 A~(B+C)=[z fJ

s 3 5)(3 5) (3-3+5-4 3:-5+5:4) (29 35
d) A=4-4= - = = .
4 4f\4 4)7\4344.4 45+4.4)7 (28 36
S EROTERUNE 0)
R CEEY ARV L E Y

= B , (29 35 4 0 29 35 12 0 17 35
Rezultici A° +3B° = -3. = - = .
28 36 59 28 36 15 27 13 9

. 2 3
9. Seconsiderd 4 €M, (R), Az(o 2].

a) Sisecalculeze 4° 5i 4. b) Sasedetermine 4", neN.

Matrice




